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圆渐开线平面插值样条及其应用

姜献峰 孙 毅
（浙江工业大学机电工程学院 .+5 应用工程研究所 杭州 "!%%"$）

摘 要 利用拼接的圆渐开线实现对平面上的数据点及其切向的插值 =通过解决两点及其切向的圆渐开线插值，

以及在各种不同情况下的插值处理方法，提供了圆渐开线平面插值样条的生成算法 =由于圆渐开线为凸曲线，其曲

率与弧长成反比，因此其样条曲线对插值曲线的形状控制是有利的，并可作为圆弧样条插值方法的一种扩展 =
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9 引 言

在曲线造型中，复杂曲线通常是用经多项式曲

线段拼接构成的多项式样条曲线（如 YZ[BEK 曲线、Y
样条、*()Y6 曲线等）［!］，以及由特殊曲线段拼接构

成的样条曲线（如圆弧样条等）［$］通过插值或逼近的

方法予以生成表示的 =
圆渐开线是工程中一种常用的平面曲线，被广

泛地应用于凸轮外形设计、齿轮齿廓设计、螺旋槽型

线设计及机构路径行进设计等［"］=由于圆的渐开线

是一种凸曲线，其曲率与弧长成反比［\］，并且可通过

其生成渐开线的圆来方便地获取 =因此，利用圆渐开

线进行曲线造型设计，可形成一种曲率连续渐变的

平面样条曲线，并可作为圆弧样条的补充与扩展，对

平面样条曲线的生成及形状控制将有一定的作用 =
本文利用圆渐开线的几何性质，研究了利用圆

渐开线生成平面插值样条的方法及过程，同时讨论

了圆渐开线插值样条曲线的性质 =作为应用实例，还

给出了圆渐开线插值样条曲线与圆弧插值样条曲线

的插值比较 =

: 渐开线及其性质

: =9 渐开线定义及其性质

设曲线 ,̄ ] ,̄（ /）上各点 ,̄（ /）在曲线 , ] ,
（ /）的 ,（ /）处的切线上，且 ,（ /）与 ,̄（ /）在 / 点处

的切线互相正交，则称 ,̄（ /）为 ,（ /）的渐开线，如

沧州天硕联轴器有限公司，是专业从事胀紧联结套、机械传动和机械密封研究、生产的企业。

http://www.lianzhouqi.com.cn



图 ! 所示 !

性质 ! ! 设曲线 "̄ 为 " 的渐开线，则

（!） "̄ 上任一点处的法线，都是 " 在某点处的

切线 !
（"）# 是 " 上一定点，若 " 上任一点$ 处的切线

交渐开线 "̄ 于 $%， "̄ 交 " 于 &，则必有

)

#$ ’ $$% (

)

#& !
（#）" 的渐开线 "̄ 的任一等距曲线都是 " 的渐

开线 !
（$）若 ) 为 "（ )）的弧长参数，!（ )）为 " 在 ) 处

的单位切向量，则必存在常数 *，使得

"̄（ )）( "（ )）’（* + )）!（ )）!
（%）若 " 为平面曲线，则其渐开线 "̄ 也为平面

曲线， "̄ 的曲率为 ,̄（ )）& !
* ’ ) !

以上性质的证明，可由曲线论中的公式与方法

直接推演获得［$］，在此不作具体展开证明 !
" !" 圆渐开线及其性质

若 " 为圆，则 "̄ 为圆渐开线 !设 -（.(，/(）为圆

心坐标，则圆渐开线方程可写为

"̄ ：
. ( 0)*+ )( )0 ’（ ) + )(）+,-

)( )0 ’ .(

/ ( 0+,- )( )0 +（ ) + )(）)*+
)( )0 ’ /{

(

，

) !［ )!，)"］ （!）

定理 ! ! 设 $!，$" 为平面上的两点，!!，!" 为

两单位向量，过 $!，$" 分别作垂直于 !!，!" 的垂线

1!，1"，且交于点 #（如图 " 所示）!若$!# . $"#，则

过点 $!，$" 且在 $!，$" 处的切向为 !!，!" 的圆渐

开线 "̄ ，所对应的参数 0，)(，)!，)" 分别为

0 (
$!# + $"#

"/0-!" +!

)( ( $!# + 0 /0-!"

)! ( !" 0 ’"0

)" ( 0（! ’"）’ !"















 0

（"）

其中，"为垂线 1! 的倾角 !

证明 ! 由于$!# . $"# !在近 $! 一侧作一圆，与

1!，1" 分别相切于点 &!，&"，则#&! & #&" !由图 " 可得

2 ( 0 /0-!" ， &!&

)

" (!0 （#）

由性质 ! 中（"）可得，$"&" ’ $!&! & &!&

)

"，此时

由$!&! & $!# ’ 2，$"&" & $"# 1 2，再将式（#）代

入，即得 0 &（$!# ’ $"#） "/0-!" ’( )! ，此时 )" ’

)! & 0!，)! 3 0 &!" 1"，)! ’ )( & $!&!，由此即得式

（"）成立 ! 证毕 !
当$!# 2 $"#时，我们同样可得类似式（"）的结

果，只是此时需将整个图形先作镜像反射再作推导

证明即可 !
当$!# & $"#时，由式（"）可得 0 & (，即此时不

存在一圆渐开线作为插值曲线 !然后，以 # 为圆心，

以$!#（ & $"#）为半径的圆弧即可为此时的插值曲

线 !必要时也可用两段光滑拼接的圆渐开线作为插

值曲线，如图 $（)）所示 !
性质 " ! 平面上的点 $!，$" 及向量 !!，!" 可形

成图 " 所示的图形的充要条件为

（$" + $!）·!! 4 (
（$" + $!）·!" 4{ (

（$）

证明 ! 由图 " 易知，形成图 " 所示的图形的充

要条件为 $" ’ $! 与 !! 及（ ’ !"）延长线相交成为

一个三角形，即（ $" ’ $!）& 5!! 1 6!"（ 5 . (，6 .
(），等价于式（$）! 证毕 !

因此，对任意点 $!，$" 及向量 !!，!"，一般不

一定能形成如图 " 所示的图形，此时需用多段圆渐
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开线拼合来实现插值，如图 ! 所示 !

! 曲线段的圆渐开线插值

已知点 "，# 处的单位切向 !，"，现用一段或

数段光滑拼接的圆渐开线插值点 "，#，并使其在

"，# 处的单位切向为!，" #
当 "，#，!，"满足（# " "）·! # $，（# " "）·"

# $ 时，由性质 % 并利用定理 &，可用一段圆渐开线

直接生成插值曲线 !
当 "，#，!，" 不同时满足（# " "）·! # $，

（# " "）·" # $时，需在 "，# 之间插入几个点，并定

义好曲线在这些点处的切向，使之每相邻两点间都

可满足性质 %，此时即可用定理 & 的方法生成每一

段插 值 曲 线，以 生 成 最 终 的 插 值 曲 线 ! 具 体 过 程

如下：

设!及"分别为$% 与! 及" 的交角 !由于当

!#!时，可对图形作水平方向的镜像后再作讨论，

并且在实际造型过程中一般不会出现使$%与!，

" 平行的情形（因为此时的插值曲线段有可能出现

多余的拐点），因此不妨令!!（$，!）!
设 $&，$% 分别为过点 "，# 且平分角!，"的射

线，取 "&，#& 分别 为 $&，$% 上 的 一 点，’ "&" ’ (
’ #&# ’ (#，其中当" #!时，取# ( &；当" )!时，

取#( $ !* !
直线 $ 为过 "&，#& 的直线，取方向 !&，"& 分

别为 %&$& 与 $& 及 $% 与 %&$& 的角平分线方向 !当

" ) ! 时， 取 % (
"& + #&

% ， & (

（%#& " #）"（%"& " "）

’（%#& " #）"（%"& " "）’ ! 此时插值 "，# 及 &，’

的曲线将由端点为"，"&，#，#& 及 #&，"&（或 %，"&

及 #&，%）这几段圆渐开线拼接而成（如图 ! 所示）!
但当图 !（,）中的 $&，$（或 $%，$）的夹角十分小，或

"&，" 分别在 $% 的异侧（或 #& 与 # 在 $& 的异侧）

（如图 -（,），-（.）），或 "&，#& 十分接近（如图 -（/））

时，插值 "，# 及&，’ 的曲线将由端点为"，( 及 (，

# 的两段圆渐开线拼接而成，其中 ( 为 $& 与 $% 的

交点，曲线在点处的切向 ’ 为 $& 与 $% 的角平分线

方向（如图 - 所示）!

" 圆渐开线平面插值样条曲线生成

设 "$，"&，⋯，") 为平面上 ) + & 个点，&$，&&，

⋯，&) 为平面中 ) + & 个单位向量 !现求作一样条曲

线 *，使得 * 依次过 "+ 且在 "+ 处的切向为 &+（ + ( $，

⋯，)），其中 "+，"+ + &之间的曲线段 *+ 为一段或数段

圆渐开线（在某些对称的情形下也可为一段圆弧）!
插值曲线 * 及 "+，"+ + &之间的曲线段构成的 *+

生成方法，将依据以下几个过程 !
0123& ! 先过 "+ 作与 &+ 垂直的直线，得 ,+ !
0123% ! 若（"+ + & " "+）·&+ # $，（"+ + & " "+）·&+ + & # $，令 ,+

与 ,+ + &交于点 -+ !
（&）当"+-+""+ + &-+时，利用定理 & 中式（%）计算出

%，.$，.&，.%，代入式（&），求得此时在 "+ 与 "+ + &之间的一段圆

渐开线 *+ !
（%）当"+-+ ( "+ + &-+时，

, ! 以 -+ 为圆心，以 %+ ( "+-+为半径，以 "+ 与

"+ + &为两端点的圆弧作为插值曲线段 *+ !

. ! 在必要时，可用图 -（/）的方法，以两段光

滑拼接的圆渐开线作为插值曲线 *+ !
0123! ! 当（"+ + & " "+）·&+ # $，（"+ + & " "+）·&+ + & # $ 无

法同时成立时，在 "+ 与 "+ + &之间依据图 !，- 所示的方法插

入数个点，给出各插入点处的一个切向（其点及切向生成过

程可参考第 ! 节）!此时，对每一小段，再用 0123% 的方法生成

相应的各插值曲线段，并组成插值曲线段 *+ !
0123- ! 由 *+ 构成插值曲线 * !输出圆渐开线插值样条曲

线 * !
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当已知平面上 ! ! " 个待插值点 "#，""，⋯，

"!，而切向未知时，各插值点 "# 处的切向 !# 可取为

射线 "# ! ""# 与 "#"# $ "的延长线的角平分线方向，如

图 % 所示 $ 当切向 !# 按此方法生 成 时，插 值 "#，

"# ! "与 !#，!# ! "的圆渐开线一般仅需两段 $

! 结 论

本文研究了利用圆渐开线进行样条曲线插值

的方法 $由于圆渐开线曲率与弧长成反比，计算等

距曲线十分简便，因此由此生成的插值曲线具有较

好的性质，便于使用 $ 圆渐开线插值样条曲线可认

为是圆弧插值样条曲线的一种推广形式，可起到对

圆弧插值样条曲线扩展与改善的作用 $
图 &（’）是用圆渐开线进行曲线插值的实例，其

中的折线为控制多边形，箭头为在型值点处的切

向 (与具有同样型值点的圆弧样条插值曲线（图 &
（)））相比，曲线的形状较为接近，但圆渐开线插值

样条曲线的曲率较圆弧样条插值曲线曲率的阶梯

函数具有较大的优点 (圆渐开线插值样条曲线较圆

弧样条插值曲线具有更多的插值自由度，对控制曲

线形状是有作用的 (圆渐开线样条作为圆弧样条的

推广、扩充形式，有利于更好地解决曲线造型及形

状控制问题 (
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